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(Communicated by Prof. J. G. VAN DER CORPUT at the meeting of September 25,197l) 
Pendant le Congres International des Mathematiciens it Stockholm en 
1962 M. H. J. A. Duparc m’a pose la question si pour tout nombre premier 
p et tous les nombres naturela a et b non divisibles par 23 il existe une 
infinite des nombres composes n, tels que p In et nlan-1 - bn-1, en signalant 
qu’il sait demontrer qu’il est ainsi, sauf dans le caa oh a~-1 - bp-1 n’a 
qu’un seul diviseur premier primitif Qgal a p. 
Les nombres composes n qui satisfont la relation n/u+1 - bfl-1 pour 
tout a et b avec (ab, n) = 1 sont nommes absolument pseudo-premiers. 
Pour p=2 le probleme semble t&s difficile et je ne sais pas s’il existe 
pour tout nombre nature1 a une infinite de nombres naturels n tels que 
21n et nl(a+ 2)+i-an-i. Cette propriete est vraie pour a< 13 (voir [S]), 
mais la demonstration qu’il est ainsi pour tout a me semble difficile. 
Or pour p> 3 on a le theoreme suivant: 
!FH&OR&ME 1. Pour tout nombre premier p > 3 et tous Ees rwmbres nuturels 
a et b qui ne sont pas divisibles par p il existe une infinitk de nombres naturels 
n tels que 
(1) pin et nl@-i- bn-1. 
D~~MONSTRATION. Sans diminuer la g&&alit& nous pouvons supposer 
que (a, b) = 1 et a> b. S’il existe un nombre compose n pour lequel on 
a les formules (l), il en existe une infiniM. En effet, soit n =pm un nombre 
compose pour lequel on a les formules (1). Vu que p> 3 et m> 1, on a 
n- 1 > 2, n- 1 # 6 et, en vertu du theoreme de Zsigmondy-Birkhoff- 
Vandiver (voir [2], [4], [7], [ll]) le nombre am-1 - bn-1 a un diviseur premier 
primitif q. On sat que ce diviseur premier primitif satisfait q = (n - 1)k + 1 
oh k> 1 (dans le cas k= 1 on aurait q=n, une impossibilite!). 
En outre on a (n, q) = 1, car sinon le nombre premier q diviserait n, 
contraireBq=(n-l)k+l>(n-l)k>n-ldoncqrn.Envertudenp-l= 
=n(n-l)k+n- 1 on a n- llnq-1 done nlanq-I-bw-1; aussi qlan-l- 
-ba-llang-l-@(r-l, par consequent en vertu de (n, q)= 1 on a nqlanq-l- 
-brig-l (cf. aussi [l]). 
Pour tout nombre compose n qui satisfait les formules (1) il existe done 
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un nombre compose N =nq>n pour lequel N/a+1 -V-l et p]N, d’oh il 
resulte qu’il existe une infinite de nombres composes n pour lesquels on 
a les formules (1). Pour demontrer le theoreme 1 il nous reste done B 
trouver, pour tout nombre premier p> 3, un nombre compose n pour 
lequel on a les formules (1). 
Soit done p > 3 et (p, ab) = 1. D’apres le theoreme de Fermat on a 
pIup-1 - 1 et pi&-1 - 1, d’oh p/@-l - bp-1. Si palap- - bp-1, alors, vu que 
p - lJp2 - 1, on a aussi p21&-1- bp2-1 et il existe un nombre compose 
n=p2 remplissant les formules (1). Or, si p2{up-l- bp-1, il sufka de 
demontrer que le nombre up-l- bp-1 a un diviseur premier primitif q>p, 
puisque alors p - 1 Iq - 1, p - 1 1pq - 1 et pq]@-1 - bpq-1. 
Or, on sait que (voir [4], [ll]), tout diviseur premier primitif du nombre 
up-1 - bp-1, oh p > 3 et (a, b) = 1, a> b, divise le nombre 
fp-l(u, b) = ,& (at - bg)p(p-l’f), 
oh ,u(n) est la fonction de Mobius. Un diviseur premier du nombre 
fp-da, b), oh 
p-l=p~p~ . ..p.k, (pl<pZ<...<l)k) 
est aussi un diviseur primitif du nombre up-1 - bp-1, oh bien il est Bgal 
h pk. S’il est pk, on a pj$t’fP-l(a, b) et p?pp . . . p;k;lI pk - 1. Pour demontrer 
que dans le oas, oh p2j’aP-l- bp- 1, le nombre ap-l-- bp-1 a un diviseur 
premier primitif >p, il suffira dorm de demontrer que 
(2) 
Oh 
fp-da, b) >PP,, 
“= 
1 si pyp? . ..p.K;I Ijpa-1; 
pk sipppz . . . p;:;’ 1 p&l. 
Les nombres n=3.11.17, 5.13.17, 7.13.19 &ant absolument pseudo- 
premiers, il existe un nombre n remplissant les formules (1) pour p = 5, 
7, 11, 13, 17, 19, si l’on a respectivement (ab, 5.13.17) = 1, (ab, 7.13.19)= 1, 
(ab, 11.3.17)=1, (ab, 13.7.19)=1, (ab, 17.5.13)=1, (ab, 19.7.13)=1. Pour 
demontrer que le theoreme 1 est vrai pour 3 <p 4 19, il reste a verifier 
que I’in6galiti (2) est vraie pour 3 <p 2 19 lorsque ces plus grands divisews 
communs sont > 1, ce qui a lieu, puisque nous avons 
fJ(a, b) =aa+ b2> 10 pour (ab, 5.13.17) > 1, 
fe(a, b)=d--ab+b2>3.7 pour (ab, 7.13.19)>1, 
et en outre nous trouvons pour (ab, 3.5.7.11.13.17.19)>1 que 
flo(a, b) = 
a5+ b5 d+b6 
a+,>5.1Lf~z(0)=w >3.13, fla(a, b)=a*+b*> 2.17, 
ag+bg 
fda, b) = - a3+b3 
> 3.19. 
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Soit maintenant p un nombre premier > 19. Nous utiliserons (voir [2], 
[4] et la formule (14) du travail [7]) l’inegalite 
(3) f&z, b) > 2~(@-9-‘, 
ou k indique le nombre des facteurs premiers differents de n. 
Vu que pour 2 < n# 6 on a *y(n) 2 2k-1, il r&u&e de (3) que 
(4) fn(a, b) > 2v(n)la pour 2 <n # 6. 
Si p est un nombre premier impair et si l’on a en outre 
18<p-119O,p--l=pF . ..p.k, 
nous verifions directement que 
et, d’apres (3), on a l’inegalite (2). L’inegalite f&z, b) > (p - 1)2 entrainant 
l’inegalite (a), d’apres (4) il suffira de demontrer que 
(5) 2q@)14 > n pour n > 90. 
Or, comme on sait, v(n) >6/4 pour n= 1, 2, . . . (voir [8], p. 142). Dorm 
p(n)/4 > 2GflS 2 -n pour nZ2l6=65636. Comme v(n)>n/6 pour nc2.109 
(voir [lo], lemme 4.2), on a 2”@)‘4>2n’24>n pour 192sn<2.109. Si 
91 In< 192, alors, vu que 2.3.5.7> 192, le nombre n a au plus trois 
diviseurs premiers, v(n)rn(l-+)(l-Q)(l-6)=4n/15 et 2~@)‘4>2n’15>n 
pour n>lOl. Or, on verifie directement que 2p(n)‘4>n pour 90<n<lOl. 
Ainsi I’inegalite (6) et aussi le theoreme 1 se trouvent demontres. 
TH~ORI~ME 2. Pour tout nombre premier p et tout nombre nature1 a non 
divisible par p il existe une infinitd de nombres naturels n, tels que 
(6) nlan-r- 1 et pin. 
D~~MONSTRATION. Pour p=2 le theoreme 2 resulte des theoremes 3 
et 4 du travail [5]. 
Pour p > 3 le theoreme 2 r&n&e du theoreme 1. 
Soit done p = 3. Comme dans le cas p > 3 il su%ra de trouver un nombre 
compose n pour lequel nlan-I-- 1 et 3jn> 3. Comme (a, 3) = 1, on a 31a2 - 1. 
Si 91as-- 1, on a 91a* - 1 et un nombre n, pour lequel on a les formules (6) 
existe. Si 9{a2-- 1 nous distinguons les cas suivants: 
az-- 1=3A, (A, 3)= 1 et A a un facteur premier q>3; alors on a 
da2 - 1, 3jaa- 1, (q, 3)= 1 =+ 3qla2- 1 =t- 3ql&-l- 1; 
~$-1=2~.3, (1) or=0 =+a=2 alors nl2n-l-1 pour n=3.11.17 
(2) a > 1 (a = 1 est impossible) 
a) a-l G 0 (3) da-1 E 0 (6) * 61~5-1 
b) a-l $ 0 (3) =+-a-l=2 ou a-l=2”-1 
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(on verifie directement que a - 1 = 2”-t (t> 1) est impossible) mais a= 3 
n’est pas possible en vertu de (a, 3) = 1, done a - 1= 24, ua - 1 = 2”.3, 
done a=.5 et n]5”-1-l pour n=3.11.17. 
REMARQUE. Une analyse plus detaillee des cas p= 2 et p= 3 non 
contenus dans le theoreme 1 nous am&e b la conolusion que la reponse 
au probleme de M. H. J. A. Duparc est toujours positive sauf, peutdtre, 
dans les cas suivants avec a> b: 
p=2, b=a-2, a impairr15, 
p=3, a=3.2”+1, b=3.2”-1, cx nature1 z 2 (mod 5). 
COROLLAIRE 1. Pour tow les nombres naturels a et b et pour tout nombre 
premier p il existe une infinitd de nombres composb n tels que 
(7) p/n et nlanb -abn. 
D~~MONSTRATION. Pour p= 2 le corollaire 1 resulte tout de suite du 
theoreme 1 du travail [5]. 
Pour p = 3 il suffira de trouver un nombre compose n > 7 pour lequel 
on a les formules (7). En effet, soit n= 3m un nombre compose pour 
lequel on a les formules (7). Vu que n > 7 on a n - 1 > 6 et, en vertu du 
theoreme de Zsigmondy-Birkhoff-Vandiver le nombre an-1 - bn-1 a un 
diviseur premier q tel que n - 1 Iq - 1; aussi 
plan-1 - bn-llanq-l- bnq-llan@ -a&q, q > n, 
done nqlanqb-abnq, nq>n. On a 3jn, njaab-abn pour n=3.11.17 et pour 
p = 3 il existe une infiniti de nombres n pour lesquels on a les formules (7). 
Soit p > 3. Si (ab, p) = 1, il resulte du theoreme 1 qu’il existe une infinite 
de nombres n tels que p[n, rtlun-l- bn-1, done aussi tels que pin et 
nlab(an-1 - b”-1) = a*b - abn. Soit maintenant (ab, p) =p. D’apres la demon- 
stration du lemme 2 du travail [5] il suffira de trouver un nombre pair 
pour lequel on a les formules (7). Si (ab, p)=p, on a 2plab ou bien pplub 
et 2j’ab. Si 2p]ab, alors un nombre n pair pour lequel on a les formules (7) 
est le nombre n = ab, et si p,lab, 2’(ab, un tel nombre est le nombre n = 2ub. 
COROLLAIRE 2. Pour tout nombre nature1 a et tout nombre premier p 
il existe un infhitk de nombres composds n tels que 
(8) p,ln et nlan-a. 
M. H. J. A. Duparc s’occupe dans le travail [3] des nombres compost% n 
tels que nlan-l- 1 (oh a est uu nombre nature1 > 1). 11 donne uu exemple 
effectif des nombres composes jouissant de cette proprieti, notamment 





si a est un nombre compose. 
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Or, il se montre en outre que pour les nombres a et b arbitraires on 
peut donner une formule explicite pour un nombre compose n tel que 
n]a+l - bfi-1. On a notamment le theoreme suivant : 
TH~OR~ME 3. Soient a et b des nombrea naturels avec a > b et (a, b) = 1; 
d&signons par 2 le pro&it de tous les diviseurs premiers du nombre ab 
qui entrent clans le dt%eloppement en facteurs premiera du nombre ab aux 
puissances avec lea expoaanta impairs; soit done a = 1 si ab eat un card. 
Posons : 
1 
1 si z = 1 (mod 4) 
‘= 2 sia=2,3 (mod 4). 
Alors pour n=+ZklkY (t=2,3, . ..) et 
m = fn(a, b) = n (at- bt)P(nlg), 
6/n 
(oti ,u est la fonction de Mobius), on a mlam-l-bm-1. 
DI?MONSTRATION. Soit n=g&l5t. Si t > 1 on a n> 20 et en vertu du 
theoreme de A. SCHCNZEL (voir [9]) le nombre an- bn a deux diviseurs 
premiers primitifs. Comme chacun d’eux divise le nombre fn(a, b) (voir 
[4], [ll]), f,Ja, b) est un nombre compose. 
Soit n=pppF . . . pk, oh p~<pz< . . . <r)k (done p)k?6). Comme on sait 
(voir [4] et [II]) un diviseur premier du nombre fn(a, b) est un diviseur 
premier primitif du nombre aa-- bn de la forme nkr + 1 ou bien de la 
forme pk; s’il est &al a pk, on a 
pYp2% . . . p;!;’ 1 r)k - 1. 
On a (fra(a, b), yab) = 1. En effet, considerons les deux cas suivants: 
I. Si (fn(a, b), &)=q > 1 on aurait en vertu de la definition de fn(a, b) 
la relation (a, b) 1 q > 1. 
II. Supposons 2{f,(a, b) pour n#2* (v=O, 1, 2, . ..) (voir [ll]) (N.B. 
n eat compos6). Done, s’il 6tait p,rlfn(a, b) pour n=qz W, on aurait 
pk= 6, ce qui est impossible, puisque 3’/5- 1. Done tout diviseur premier 
du nombre fn(a, b) pour n =Y$. 15t (oh t = 2, 3, . . .), done aussi le nombre 
fn(a, b) lui m&me, sont de la forme ntf 1. Done nlf,(a, b)- 1, d’oh il 
r&.ulte que fn(a, b)lan-bnlaf,(a,b)-l-bfn(a,b)-l, et le th&orbme 3 se trouve 
demontre. 
Irwtitut Mathkmatiqw, 
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